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ATRACTOR DE LORENZ: EFEITO BORBOLETA
Fernanda A. Ferreira (1)
RESUMO
Este trabalho consiste numa descriçao da importante descoberta obtida por E. Lorenz quando trabalhava
num modelo para previsão meteorológica: o efeito borboleta. Na resolução de um sistema por processos
iterativos, Lorenz verificou que uma simples diferença na ordem das décimas de milésimas e numa só
variavel traduzia-se em soluções completamente diferentes das anteriores obtidas. Este efeito reflecte a
sensibilidade às condições iniciais do sistema, que é uma característica essencial dos sistemas caõticos,
e observável em áreas da ciência tão diferentes, como a Matemática, a Física, a Biologia, a Economia, a
Gestao, entre outras.
PALA VRAS-CHA VE: Atractores, Caos.
INTRODUÇAO
Desde os primórdios, a ciência avança fruto da curiosidade e inteligência humanas.
Estas caracteristicas levaram o homem, em particular, a procurar padrões naquilo
que, aparentemente, era aleatório. Durante milhares de anos, os cientistas
acreditavam que, na posse das leis que regem a realidade e a determinam, seria
possível prever o futuro. Pierre Simon Laplace afirmava que «uma inteligência que,
num dado instante, conhecesse todas as variáveis do Universo, abarcaria na mesma
fórmula os movimentos de todos os corpos: nada seria incerto para ela, o futuro,
tal como o passado, estaria presente a seus olhos››. Hoje, o determinismo é apenas
um conceito teórico: nunca possuiremos aparelhos de medida suficientemente
poderosos para que os erros experimentais não influenciem as previsões.
Curiosamente, foi no seguimento da procura de um padrao em comportamentos
aleatórios que surgiu a Teoria do Caos (2).
lmaginemos um saco com berlindes. Se o despejarmos no chão, os berlindes
espalham-se e é praticamente impossivel prever a posição final de cada um, embora
possamos ter uma ideia da região que irão ocupar. Mais ainda, qualquer repetição
da experiência não produzirá o mesmo resultado, isto ê, näo conseguiremos que os
berlindes ocupem a mesma posição da primeira experiência, por mais que tentemos
repetir as condições iniciais do despejo. Esta facto deve-se à impossibilidade de
termos em conta tudo o que pode influenciar a experiência, como sejam a posição
do saco em relaçäo ao chão, a distribuição dos berlindes dentro do saco, as
pequenas irregularidades de cada berlinde e do chão, o movimento de despejo, etc.
(') Departamento de Matemática da ESElG, IFP, fernandaai-nelia@eseig.ipQ.pt
(2) A utilização do termo caos em Sistemas Dinâmicos foi introduzido pela primeira vez em 1975 por Li e Yorke.
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E s t e e x e m p l o i l u s t r a b e m o c o n c e i t o d e s e n s i b i l i d a d e à s c o n d i ç õ e s i n i c i a i s i n t r o d u z i d o
p o r l - l e n r i P o i n c a r é e m 1 9 0 8 . E n t r e i n ú m e r a s d e s c o b e r t a s e i n v e n ç õ e s , P o i n c a r é
f u n d o u a m o d e r n a t e o r i a q u a l i t a t i v a d o s s i s t e m a s d i n â m i c o s . V á r i o s m a t e m á t i c o s
f o r n e c e r a m c o n t r i b u i ç õ e s i m p o r t a n t e s à t e o r i a d e P o i n c a r é , c o m o B i r k h o f f , C a r t v v r i g h t ,
L i t t l e v v o o d , L e v i n s o n , K o l m o g o r o v e S m a l e e n t r e o u t r o s , t e n d o e n t ã o s u r g i d o u m
n o v o c a m p o d e i n v e s t i g a ç ã o s o b r e S i s t e m a s D i n â m i c o s : a T e o r i a d o C a o s .
E s t a t e o r i a s o f r e u u m a g r a n d e e v o l u ç ã o n a s ú l t i m a s d é c a d a s , e m p a r t i c u l a r
d e v i d o a o f o r t e d e s e n v o l v i m e n t o d a i n f o r m á t i c a . E d w a r d L o r e n z , u m m a t e m á t i c o
d e d i c a d o à m e t e o r o l o g i a , f o i u m d o s p r i m e i r o s u t i l i z a d o r e s d a i n f o r m á t i c a . E m
1 9 6 1 , p r o g r a m o u n o s e u c o m p u t a d o r , u m a r c a i c o R o y a l l \ / l c B e e , u m s i m u l a d o r d e
c l i m a , q u e l h e v i r i a a p r o p o r c i o n a r u m a c u r i o s a e i m p o r t a n t e d e s c o b e r t a . O m o d e l o
e m q u e L o r e n z t r a b a l h a v a e r a c o m p o s t o p o r d o z e e q u a ç õ e s d i f e r e n c i a i s , e o
c o m p u t a d o r i m p r i m i a s é r i e s d e n ú m e r o s q u e r e p r e s e n t a v a m a e v o l u ç ã o d a p r e s s ã o ,
t e m p e r a t u r a , v e l o c i d a d e e d i r e c ç ã o d o v e n t o . U m d i a , n o I n v e r n o d e 6 1 , L o r e n z
q u i s r e e x a m i n a r u m a s e q u ê n c i a t e m p o r a l d o s e u s i m u l a d o r . P a r a s e r m a i s r á p i d o ,
c o m e ç o u a m e i o , u t i l i z a n d o o s n ú m e r o s d a s é r i e a n t e r i o r c o m o p o n t o d e p a r t i d a .
A s d u a s s é r i e s d e v e r i a m s e r e x a c t a m e n t e i g u a i s , m a s l o g o a p ó s a l g u n s t e r m o s
( m e s e s s i m u l a d o s ) d i v e r g i r a m e p e r d e r a m q u a l q u e r s e m e l h a n ç a . L o r e n z c o m e ç o u
p o r p e n s a r n u m a a v a r i a d o c o m p u t a d o r , m a s v e i o a r e p a r a r q u e a r a z ã o e r a o u t r a : o
c o m p u t a d o r g u a r d a v a , e m m e m ó r i a , o s n ú m e r o s c o m s e i s c a s a s d e c i m a i s , m a s s ó
i m p r i m i a a s t r ê s p r i m e i r a s . L o r e n z c o m e t e u , a s s i m , u m e r r o d a o r d e m d o s d é c i m o s
d e m i l é s i m o s - o s u f i c i e n t e p a r a a l t e r a r c o m p l e t a m e n t e a e v o l u ç ã o d o s i s t e m a .
L o r e n z b a p t i z o u e s t e e f e i t o c o m o o « e f e i t o b o r b o l e t a › › , d e v i d o à f o r m a c o m o f o i
c o l o c a d o o p r o b l e m a :
« S e r á q u e o b a t e r d a s a s a s d e u m a b o r b o l e t a h o j e e m T ó q u i o p o d e p r o v o c a r
u m a t e m p e s t a d e v i o l e n t a s o b r e N o v a Y o r k e m p o u c a s s e m a n a s ? › ›
E s t e e f e i t o r e f l e c t e a s e n s i b i l i d a d e a s c o n d i ç õ e s i n i c i a i s d o s i s t e m a - c a r a c t e r i s t i c a
e s s e n c i a l d o s s i s t e m a s c a ó t i c o s . '
L o r e n z p r o s s e g u i u a a n á l i s e d o m o d e l o m e t e o r o l ó g i c o , r e d u z i n d o - o a a p e n a s
t r ê s e q u a ç õ e s d i f e r e n c i a i s q u e f i c a r a m c o n h e c i d a s p o r e q u a ç õ e s d e L o r e n z ( v e r
e q u a ç õ e s ( 3 . 1 ) ) . U t i l i z a n d o n o v a m e n t e u m c o m p u t a d o r , r e p r e s e n t o u g r a f i c a m e n t e
o c o m p o r t a m e n t o d e s s a s e q u a ç õ e s , t e n d o o b t i d o u m g r á f i c o - d e s i g n a d o A t r a c t o r
d e L o r e n z ( v e r F i g u r a 2 ) - c o m a f o r m a d e d u p l a e s p i r a l n o e s p a ç o , s e m u m
c o m p o r t a m e n t o c í c l i c o , v i s t o q u e n u n c a p a s s a v a d u a s v e z e s n o m e s m o p o n t o , m a s
r e s t r i n g i d o a u m d e t e r m i n a d o v o l u m e . C h a m a - s e a t r a c t o r a o e s t a d o f i n a l a q u e t e n d e
u m s i s t e m a d i n â m i c o , i n d e p e n d e n t e m e n t e d o p o n t o d e p a r t i d a . U m p ê n d u l o e m
m o v i m e n t o c o n v e r g e p a r a u m a o s c i l a ç ã o d e p e r í o d o c o n s t a n t e ; u m a b o l a a r o l a r s o b r e
u m a s u p e r f í c i e c o m a t r i t o c o n v e r g e p a r a a s i t u a ç ã o d e v e l o c i d a d e n u l a . O a t r a c t o r d e
L o r e n z n ã o c o r r e s p o n d e n e m a u m a ó r b i t a r e g u l a r n e m à i m o b i l i z a ç ã o : é u m « a t r a c t o r
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estranho» ~ O sistema nunca assume o mesmo estado duas vezes, apesar de haver
uma vizinhança mais povoada. O sistema é caótico, imprevisível, mas ao mesmo
tempo revela um peculiar tipo de ordem: converge para um atractor determinado.
~ z
SECÇAO DE POINCARE
Os modelos matemáticos utilizados para descreverem fenómenos físicos que
mudam continuamente servem-se de equações diferenciais. Escolhendo um
ponto de partida, isto é um conjunto de condições iniciais para a equação, as
coordenadas do movimento subsequente são as soluções da equação diferencial
com essas condições iniciais. O movimento de todos os pontos iniciais possíveis
pode ser visualizado pensando num fluído imaginário, fluindo ao longo das
trajectórias da equação. É usual designarmos a imagem de como essas linhas de
fluxo se dispõem por espaço de fase da equação: O fluxo é indicado por linhas
curvas, correspondendo a evolução no tempo de vários pontos iniciais, com setas
indicativas da direcção do movimento com o decorrer do tempo.
Foi com descobertas na área das equações diferenciais que Poincaré obteve o seu
doutoramento na universidade de Paris. Poincaré é apelidado por muitos, como o
«último universalista››, o ultimo matemático capaz de trabalhar em todas as áreas
da sua ciência. Poincaré ganhou o prémio atribuído pelo rei Óscar ll da Suécia
para a resolução do problema ‹‹Será o sistema solar estável?>›, sem, contudo o
ter solucionado; o prémio deveu-se aos enormes progressos que fez na direcção
da resolução do problema, criando, para o efeito, uma nova área da matemática
a Topologia. É no artigo intitulado «Sobre o Problema de Três Corpos e as
Equações da Dinámica››, publicado em 1890, que Poincaré apresenta os resultados
fundamentais nesta direcção. Na primeira parte estabelece propriedades gerais das
equações dinâmicas, e na segunda parte aplica os resultados ao problema de um
número arbitrário de corpos que se movem sob o efeito da gravitação nevvtoniana.
O movimento de dois corpos - e estamos a pensar num universo constituído apenas
pelo Sol e pela Terra - é periódico (de período um ano). Daqui resulta que a Terra não
pode cair no Sol nem escapar-se para o infinito, pois se assim não fosse, tal teria de
acontecer todos os anos. Ora, uma situação destas não se pode verificar mais do que
uma vez, e como não ocorreu o ano passado, nunca acontecerá. Vemos assim que a
periodicidade é uma forma útil de constatarmos a estabilidade. Uma questão importante
é, então, analisar a periodicidade dos movimentos. lmaginemos que o estado de um
sistema é descrito pelas coordenadas de um ponto num espaço de fases. Esse ponto
deve mover-se, a medida que o sistema evolui no tempo, descrevendo uma curva.
Assim, se um sistema regressar a um estado anterior, a curva fecha-se. Vejamos a
ideia de Poincaré para encontrar essas curvas fechadas. Consideremos o movimento
de um satélite em órbita a volta da Terra. Pretendemos saber se o movimento é
periódico. Em vez de observarmos o satélite ao longo de toda a trajectória, dirigimos o
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t e l e s c ó p i o d e m o d o a v e r m o s u m p l a n o n a d i r e c ç ã o n o r t e - s u l , a p o n t a n d o d i r e c t a m e n t e
p a r a c i m a a p a r t i r d o c e n t r o d a T e r r a . D e v e z e m q u a n d o a t r a v e s s a e s s e p l a n o .
R e g i s t a m o s o p o n t o , a v e l o c i d a d e e a d i r e c ç ã o e m q u e o f a z p e l a p r i m e i r a v e z . S e o
m o v i m e n t o f o r p e r i ó d i c o , o s a t é l i t e a c a b a r á p o r a t r a v e s s a r o p l a n o n o m e s m o p o n t o ,
c o m a m e s m a v e l o c i d a d e e n a m e s m a d i r e c ç ã o c o m q u e o f e z p e l a p r i m e i r a v e z .
D e s t e m o d o , p a r a e n c o n t r a r m o s u m a s o l u ç ã o p e r i ó d i c a , c o n s i d e r a m o s u m a s u p e r f í c i e
d e e s t a d o s i n i c i a i s - d e s i g n a d a s e c ç ã o d e P o i n c a r é - e s e g u i m o s a e v o l u ç ã o d e c a d a
u m a t é i n t e r s e c t a r d e n o v o a s u p e r f í c i e . S e e s s a i n t e r s e c ç ã o c o i n c i d i r c o m o p o n t o d e
p a r t i d a , e s t a m o s n a p r e s e n ç a d e u m a s o l u ç ã o p e r i ó d i c a .
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F i g u r a 1 - A s e c ç ã o e a f u n ç ã o d e P o i n c a r é
P o i n c a r é , e m b o r a n ã o t e n h a o b t i d o u m a s o l u ç ã o e x p l í c i t a p a r a o p r o b l e m a d o
m o v i m e n t o d e t r ê s c o r p o s , c o n c l u i u , a t r a v é s d e u m a a n á l i s e q u a l i t a t i v a d o
s i s t e m a d e e q u a ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e a o p r o b l e m a , q u e e s t e e v o l u í a n o s e n t i d o
d e c o m p o r t a m e n t o s e x t r e m a m e n t e i r r e g u l a r e s , c o m p l e x o s e n ã o - p e r i ó d i c o s - h o j e
d e s i g n a d o s c o m p o r t a m e n t o s c a ó t i c o s .
D e v e m o s r e f e r i r , a q u i , q u e a d e s c o b e r t a d a e x i s t ê n c i a d e s t e s c o m p o r t a m e n t o s
p r o v o c o u u m e n o r m e c h o q u e n a c i ê n c i a , p o i s c o n t r a r i a v a p r o f u n d a m e n t e t u d o o
q u e s e c o n h e c i a e a M e c â n i c a C e l e s t e p r e v i a . E , c o n t u d o , p o d e m o s o b s e r v a r e s t e
t i p o d e c o m p o r t a m e n t o s e m á r e a s d a c i ê n c i a t ã o d i f e r e n t e s , c o m o a l \ / l a t e m á t i c a , a
F i s i c a , a B i o l o g i a , a E c o n o m i a , a G e s t ã o , e t c . A s v a r i a ç õ e s c l i m á t i c a s e a s o s c i l a ç õ e s
d a b o l s a d e v a l o r e s s ã o d o i s b o n s e x e m p l o s d e f e n ó m e n o s c a ó t i c o s : f e n ó m e n o s
o n d e n ã o h á p r e v i s i b i l i d a d e .
O A T R A C T O R D E L O R E N Z
V o u , a g o r a , d e s c r e v e r u m d o s e x e m p l o s m a i s i n t e r e s s a n t e s d e a t r a c t o r c a ó t i c o ,
d e s c o b e r t o , u m p o u c o p o r a c a s o , p o r E d w a r d L o r e n z : o a t r a c t o r d e L o r e n z .
E . L o r e n z c o n t r i b u i u f o r t e m e n t e p a r a o d e s e n v o l v i m e n t o d o s S i s t e m a s D i n â m i c o s ,
c o m o s e u f a m o s o a r t i g o ‹ ‹ D e t e r m i n i s t i c n o n p e r i o d i c f l o w › › , p u b l i c a d o h á q u a t r o
d e c a d a s n o J o u r n a l o f A t m o s p h e r i c S c i e n c e s .
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E. Lorenz, um meteorologista do l\/llT (l\/lassachusets Institute of Technology)
com forte vocação matemática, estava interessado em estabelecer um modelo
que permitisse uma previsão meteorológica com precisão. Já existiam modelos
matemáticos que imitam o comportamento da atmosfera usando processos
iterativos. O mais famoso destes modelos é hoje, sem dúvida, o atractor de
Lorenz, um objecto tridimensional, cujo corpo lembra uma borboleta. Este
atractor foi descoberto por E. Lorenz, em 1961, quando trabalhava num modelo
informático (3) de previsão meteorológica, baseado em doze equações diferenciais
obtidas por B. Saltzmann para descrever um tipo simples de convecção. Como
se sabe, o transporte de energia pode efectuar-se de três maneiras diferentes:
radiação, condução e convecção. O transporte de energia por convecção é
o transporte de energia tipico dos fluidos, e é observado nas mais diversas
situações que vão desde a água a ferver numa panela até ao interior das estrelas.
As equações diferenciais que permitem estudar a convecção são as célebres
equações de Navier-Stokes, cuja solução analítica não é conhecida apesar dos
muitos esforços realizados nesse sentido. Assim, a convecção é em geral
estudada em casos particulares (alguns mesmo muito particulares) e Saltzmann
tinha estudado o modelo de Rayleigh de convecção térmica de fluidos, usando
Análise de Fourier, ou melhor, desenvolvimentos em séries de Fourier com
coeficientes dependentes do tempo (obviamente do tempo t da l\/lecânica e
não do tempo meteorológico). Em particular, Saltzmann (1962) determinou um
sistema de equações diferenciais ordinárias (e não de derivadas parciais como
é o caso geral de Navier-Stokes), correspondendo cada uma delas a cada um
dos coeficientes dependentes do tempo t. Tratava-se de uma possivel solução
desde que os modos de baixa frequência dos desenvolvimentos em série de
Fourier fossem em número limitado. Caso contrário, o problema mantinha-se
praticamente insolúvel. A
Baseado nas observações de Saltzmann que afirmava que as soluções
numéricas do seu sistema atingiam um comportamento final em que somente
alguns modos continuavam a oscilar, tendo os outros modos atingido valores
de equilíbrio, Lorenz decidiu analisar a dinâmica dos primeiros três modos das
séries de Fourier, o que o levou a um sistema de três equações diferenciais em
que o primeiro modo, x(t), é o primeiro termo no desenvolvimento em série
de Fourier do movimento convectivo, o segundo, y(t), é o primeiro termo no
desenvolvimento em série de Fourier da temperatura a variar na horizontal e o
terceiro modo, z(t), analisa o comportamento da temperatura na vertical (da base
para o topo da atmosfera).
(3) O computador de Lorenz, um Royal McBee LGP-30, tinha 16 Kb de memória interna e podia efectuar 60 multiplicações por segundo. A integração
numérica de um sistema de doze equações diferenciais era efectuada à velocidade de cerca de uma interação por segundo.
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P a r t i n d o , e n t ã o , d o m o d e l o . d e S a l t z m a n n , L o r e n z c o n s e g u i u r e d u z i r o n u m e r o d e
e q u a ç õ e s d i f e r e n c i a i s d e d o z e p a r a t r ê s :
X : - o x + o y
} 7 = P x _ y _ x Z
É = “ f i l + 9 5 2 i a i )
q u e c o n s t i t u e m o h o j e c é l e b r e s i s t e m a d e L o r e n z , m a s c u j a c e l e b r i d a d e n ã o s e d e v e
a g r a n d e s p r o g r e s s o s n a p r e v i s ã o m e t e o r o l ó g i c a , m a s s i m a o s e g u i n t e f e n ó m e n o ,
c o n s i d e r a d o n a é p o c a v e r d a d e i r a m e n t e e x t r a o r d i n á r i o : a o r e s o l v e r o s i s t e m a p o r
p r o c e s s o s i t e r a t i v o s , L o r e n z d e s c o b r i u q u e u m a s i m p l e s m o d i f i c a ç ã o d e u m d o s
v a l o r e s i n i c i a i s d e 0 , 5 0 6 1 2 7 p a r a 0 , 5 0 6 c o n d u z i a a r e s u l t a d o s d r a m a t i c a m e n t e
d i f e r e n t e s . Q u e r d i z e r , u m a s i m p l e s d i f e r e n ç a n a o r d e m d a s d é c i m a s m i l é s i m a s
e n u m a s ó v a r i á v e l , q u e p a r e c e r i a u m a r r e d o n d a m e n t o , t r a d u z i a - s e e m s o l u ç õ e s
c o m p l e t a m e n t e d i f e r e n t e s d a s a n t e r i o r m e n t e o b t i d a s . U m a c o n c l u s ã o i m e d i a t a f o i
a ‹ ‹ e x p l i c a ç ã o › › d a s r a z õ e s d a i m p r e v i s i b i l i d a d e d o c l i m a . O u t r a c o n c l u s ã o , m u i t o
m a i s i m p o r t a n t e , f o i o e s t u d o p r o f u n d o e m e t i c u l o s o d o s i s t e m a d e L o r e n z , q u e
é h o j e u m d o s e x e m p l o s t í p i c o s d o e s t u d o d e S i s t e m a s D i n â m i c o s . E m l i n g u a g e m
d e S i s t e m a s D i n â m i c o s , o s i s t e m a d e L o r e n z é u m a t r a c t o r e é m e s m o u m a t r a c t o r
c a ó t i c o , c o m o v a m o s v e r .
P a r a c o m p r e e n d e r o a t r a c t o r d e L o r e n z , i m a g i n e m o s u m a c a i x a r e c t a n g u l a r
q u e a p e n a s c o n t é m a r d e n t r o d e s i . S e a q u e c e r m o s a p a r t e i n f e r i o r d a c a i x a e
a r r e f e c e r m o s a p a r t e s u p e r i o r , a s s i s t i m o s a u m m o v i m e n t o d e c o n v e c ç ã o d o a r n o
i n t e r i o r d a c a i x a . O a r q u e e s t á e m b a i x o s o b e e o a r f r i o d a p a r t e d e c i m a d e s c e .
D e f a c t o , é i s t o q u e r e a l m e n t e a c o n t e c e c o m a a t m o s f e r a t e r r e s t r e . N a s e q u a ç õ e s
d e L o r e n z , a s v a r i á v e i s x , y e z r e p r e s e n t a m , r e s p e c t i v a m e n t e , o f l u x o c o n v e c t i v o , a
d i s t r i b u i ç ã o d e t e m p e r a t u r a h o r i z o n t a l , e a d i s t r i b u i ç ã o d e t e m p e r a t u r a v e r t i c a l ; U , B
e p s ã o p a r â m e t r o s q u e r e p r e s e n t a m , r e s p e c t i v a m e n t e , a r a z ã o e n t r e a v i s c o s i d a d e
e c o n d u c t i v i d a d e t e r m a l , a d i f e r e n ç a d e t e m p e r a t u r a e n t r e o t o p o e a b a s e d a c a i x a ,
e a r a z ã o e n t r e a a l t u r a e l a r g u r a d a c a i x a . L o r e n z u t i l i z o u o s v a l o r e U = 1 0 , B = 8 / 3
e p = 2 8 , p a r a o s q u a i s d e s c o b r i u u m a d i n â m i c a i n v u l g a r .
O c o m p o r t a m e n t o d o m o d e l o d e L o r e n z é r e p r e s e n t a d o t r a ç a n d o a s s u a s v a r i á v e i s
n o e s p a ç o d e f a s e s , i s t o é , p a r a c a d a c á l c u l o s u c e s s i v o d e x , y e 2 , t r a ç a m o s o
p o n t o c o r r e s p o n d e n t e n u m e s p a ç o d e f a s e s t r i d i m e n s i o n a l . N u m s i s t e m a l i n e a r ,
o b t e r í a m o s t i p i c a m e n t e t r a j e c t ó r i a s q u e c o n v e r g i r i a m p a r a u m p o n t o f i x o e s t á v e l o u
p a r a u m c i c l o l i m i t e c o r r e s p o n d e n d o a u m a v a r i a ç ã o p e r i ó d i c a . L o r e n z d e s c o b r i u q u e ,
p a r a o s v a l o r e s d o s p a r â m e t r o s r e f e r i d o s a c i m a , a s t r a j e c t ó r i a s d e s t e s i s t e m a n u n c a
a c a b a m n u m p o n t o f i x o n e m n u m c i c l o l i m i t e e s t á v e l , e , c o n t u d o , n u n c a d i v e r g e m
p a r a o i n f i n i t o - a l g o m u i t o f o r a d o q u e a n t e r i o r m e n t e s e c o n s i d e r a v a u s u a l . É p o r
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isso que ao atractor gerado por estas equações se chama atractor estranho. O fluxo
descrito pelas equações (3.1) não é hiperbólico, nem estruturalmente estável. Por
outro lado, o seu comportamento dinâmico parece bastante robusto: o sistema
é imprevisível mas converge para um comportamento determinado. A Figura 2
representa a solução de (3.1), obtida por integração sobre um longo periodo de
tempo, e ilustra a complicada estrutura geométrica do atractor estranho, que tem
aquela forma de ‹‹borboleta››. Sensibilidade corresponde ao facto de que trajectórias
que começam em dois pontos próximos, tipicamente terminam às voltas em
‹‹asas›› diferentes da ‹‹borboleta››. Existem órbitas no atractor estranho que são
densas nele, resultando assim que o atractor seja dinamicamente indecomponível:
Não pode ser decomposto em subconjuntos fechados e invariantes por acção do
fluxo. Um outro facto importante deste modelo é que o atractor contém um ponto
de equilíbrio: 0'(0,0,0) - as soluções parecem abrandar ao passar próximo dele.
Vamos considerar um mode/o geométrico para as equações de Lorenz. Seja g
o campo de vectores associado ao fluxo. Pode-se mostrar que, para quaisquer
valores dos parâmetros, o', B e p próximos dos considerados por Lorenz, a derivada
Dgo (que é uma matriz cujos termos são derivadas parciais) possui um valor
próprio positivo, À] > 0, e dois valores próprios negativos, -À2 < -X3 < 0. Como
consequência, existem duas trajectórias 'y+ e y_ que se movem a partir de O em
sentidos contrários com a evolução do tempo (ver Figura 3). A união de y+ e ¶_
com o ponto de equilíbrio é chamada a variedade instável de O, e representada por
W” (O). Além disso, existe uma superfície bidimensional que contém o ponto de
equilíbrio e formada por soluções que convergem para O, quando o tempo tende
para +oo _ é chamada a variedade estáve/ de O, e representada por WS (O).
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F i g u r a 3 - M o d e l o g e o m é t r i c o d e L o r e n z .
O b s e r v a ç õ e s n u m é r i c a s i n d i c a m q u e e x i s t e u m a r e g i ã o b i d i m e n s i o n a l Ê q u e é
i n t e r s e c t a d a t r a n s v e r s a l m e n t e p e l a s t r a j e c t ó r i a s c o r r e s p o n d e n t e s a o f l u x o , e q u e
t a m b é m i n t e r s e c t a a v a r i e d a d e e s t á v e l W * ( 0 ) a o l o n g o d e u m a c u r v a 1 ¬ . A l é m
d i s s o , a s t r a j e c t ó r i a s 3 / + e ' y _ t a m b é m i n t e r s e c t a m Ê . N a v e r d a d e , t o d a s a s
t r a j e c t ó r i a s q u e c o m e ç a m e m q u a l q u e r d a s d u a s c o m p o n e n t e s c o n e x a s d e Ê \ 1 ¬
t a m b é m i n t e r s e c t a m É a o f i m d e a l g u m t e m p o . A d e f i n i ç ã o p r e c i s a d e i n t e r s e c ç ã o
t r a n s v e r s a l é u m a i n t e r s e c ç ã o d e v a r i e d a d e s t a l q u e , a p a r t i r d e q u a l q u e r p o n t o
n a i n t e r s e c ç ã o , t o d a s a s d i r e c ç õ e s n o e s p a ç o d e f a s e s p o d e m s e r g e r a d a s p o r
c o m b i n a ç õ e s l i n e a r e s d e v e c t o r e s t a n g e n t e s à s v a r i e d a d e s . E s t a d e f i n i ç ã o p a r e c e
e s t a r d e a c o r d o c o m a n o ç ã o c o m u m d e t r a n s v e r s a l , e x c e p t o p o r e x e m p l o n o
c a s o d e d u a s c u r v a s s e i n t e r s e c t a r e m n u m e s p a ç o t r i d i m e n s i o n a l , p o i s n e s t e c a s o
a i n t e r s e c ç ã o n u n c a é t r a n s v e r s a l , u m a v e z q u e c o m b i n a ç õ e s l i n e a r e s d o s d o i s
v e c t o r e s t a n g e n t e s g e r a m n o m á x i m o u m p l a n o . U m a i n t e r s e c ç ã o t r a n s v e r s a l d e
v a r i e d a d e s n u m e s p a ç o t r i d i m e n s i o n a l e x i g e n o m í n i m o u m a s u p e r f í c i e a i n t e r s e c t a r
u m a c u r v a .
V o l t a n d o a o n o s s o m o d e l o g e o m é t r i c o p o d e m o s d i z e r q u e Z a c t u a c o m o
u m a ‹ ‹ a r m a d i l h a › › : s o l u ç õ e s q u e a a t i n g e m n ã o p o d e m d e i x a r d e r e t o r n a r 2 a
i n d e f i n i d a m e n t e ( a n ã o s e r q u e a t i n j a m F , e n e s s e c a s o s i m p l e s m e n t e c o n v e r g e m
p a r a O e n u n c a m a i s v o l t a m a Ê ) . O c o m p o r t a m e n t o d e s t a s t r a j e c t ó r i a s p o d e
s e r e n t e n d i d o p o r o b s e r v a ç ã o d o s p o n t o s c u j a s t r a j e c t ó r i a s i n t e r s e c t a m É
s u c e s s i v a m e n t e . O u s e j a , o e s t u d o d i n â m i c o d o f l u x o o r i g i n a l p o d e s e r r e d u z i d o
a o d a f u n ç ã o d e P o i n c a r é z i - > P ( z ) , q u e a c a d a p o n t o z e Ê \ 1 ` a s s o c i a o p o n t o
P ( z ) o n d e a t r a j e c t ó r i a d e z i n t e r s e c t a 2 . A F i g u r a 4 a p r e s e n t a u m a r e p r e s e n t a ç ã o
e s q u e m á t i c a d a i m a g e m d e Ê \ 1 ¬ p e l a f u n ç ã o P .
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Figura 4 - A imagem da função de Poincaré P
I
Uma outra propriedade importante é a existência de uma folheação - decomposição
da secção transversal É em segmentos de curva ‹‹paraIelos›› (no sentido em que
não se intersectam), as folhas da folheação, - que é invariante pela função de
Poincaré P: se Z, e ZZ são pontos de uma mesma folha, então as suas imagens,
P(z¡) e P(z2), também pertencem a uma mesma folha. Podemos pensar as folhas
como as linhas verticais na Figura 5. Além disso, a folheação é contractiva: dados
dois pontos, zl e zz, numa mesma folha, a distância entre P” (ZI) e P" (z2) converge
exponencialmente para 0, quando n tende para +oo.
Notemos que a existência da secção transversal permite passar do fluxo tridimensional
para a função bidimensional P. A importância da existência desta folheação reside no
facto de permitir reduzir ainda mais a dimensão do problema. Com efeito, pontos na
mesma folha da folheação têm, essencialmente, o mesmo comportamento no futuro,
em virtude das suas trajectórias ficarem cada vez mais próximas. Assim, a dinâmica da
função P fica determinada pela análise da trajectória de um único ponto em cada folha
- por exemplo, o ponto de intersecção da folha com um segmento horizontal dado.
F
Z
V1
Pnji
I š
X C f (X)
Figura 5 - Definição da funçãofno intervalo Í.
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C l a r i f i q u e m o s u m p o u c o e s t a i d e i a , c o m a a j u d a d a F i g u r a 5 . C o n s i d e r e m o s u m
s e g m e n t o h o r i z o n t a l I C 2 ; p o r e x e m p l o , o l a d o i n f e r i o r d e 2 , q u e , p o r c o n v e n i ê n c i a ,
d e v e m o s p e n s a r c o m o u m i n t e r v a l o r e a l , d i g a m o s , I = [ 0 , ] ] . D a d o u m p o n t o x ã l ,
s e j a " y j a f o l h a q u e o c o n t é m . P e l a i n v a r i â n c i a d a f u n ç ã o d e P o i n c a r é , a i m a g e m d e
r y l , P ( ' y ¡ ) , e s t á c o n t i d a n u m a f o l h a y z . D e f i n i m o s u m a f u n ç ã o f e m I q u e a o p o n t o x
a s s o c i a o p o n t o f ( x ) , d e i n t e r s e c ç ã o d e " y z c o m I . O g r á f i c o d e f e s t á r e p r e s e n t a d o n a
F i g u r a 6 , o n d e v e m o s u m a d e s c o n t i n u i d a d e n o p o n t o C E I , c o r r e s p o n d e n t e a f o l h a F .
O u t r a p r o p r i e d a d e d a f u n ç ã o f é a e x p a n s i v i d a d e : e x i s t e u m a c o n s t a n t e ' U > 1 t a l q u e
d ( f ( x ) , f ( y ) ) 2 t d ( x , y ) .
p a r a q u a i s q u e r p o n t o s x , y l o c a l i z a d o s n o m e s m o l a d o d o p o n t o d e d e s c o n t i n u i d a d e c .
E  
F i g u r a 6 - O g r á f i c o d a f u n ç ã o f
E s t a s p r o p r i e d a d e s s ã o u t i l i z a d a s p a r a p r o v a r q u e o f l u x o e x i b e u m a t r a c t o r
e s t r a n h o A , q u e c o n t é m o p o n t o d e e q u i l i b r i o O . O a t r a c t o r é o f e c h o d o c o n j u n t o
d a s t r a j e c t ó r i a s q u e i n t e r s e c t a m a s e c ç ã o t r a n s v e r s a l Ê u m a i n f i n i d a d e d e v e z e s
n o p a s s a d o ( b e m c o m o n o f u t u r o ) . O u a l q u e r t r a j e c t ó r i a p a s s a d a q u e i n t e r s e c t e Ê
a c u m u l a e m A , e e s t a s t r a j e c t ó r i a s f o r m a m u m a v i z i n h a n ç a d o a t r a c t o r .
C o n t u d o , e s t a s t r a j e c t ó r i a s s ã o s e n s í v e i s à s c o n d i ç õ e s i n i c i a i s . C o m e f e i t o , s e j a m z
e w d o i s p o n t o s p r ó x i m o s , c u j a s ó r b i t a s p r o g r e s s i v a s i n t e r s e c t a m Ê . O s p o n t o s d e
i n t e r s e c ç ã o e s t a r ã o e m d u a s f o l h a s d i f e r e n t e s , y z e v w , d a f o l h e a ç ã o ( c o r r e s p o n d e n t e s
a p o n t o s p r ó x i m o s , x e y , d e I ) . O s p o n t o s d a i n t e r s e c ç ã o s e g u i n t e d a s t r a j e c t ó r i a s d o
f l u x o c o m É e s t a r ã o e m d u a s f o l h a s , y ' Z e \ / W , c o r r e s p o n d e n t e s a o s p o n t o s f ( x ) e f ( y )
d e I . P e l a e x p a n s i v i d a d e d e f , c l ( y ' Z , y ' W ) < d ( y z , v w ) , p e l o q u e a d i s t â n c i a e n t r e d u a s
t r a j e c t ó r i a s d o f l u x o e m i n t e r s e c ç õ e s s u c e s s i v a s c o m Ê é c r e s c e n t e .
U m a o u t r a c o n c l u s ã o i m p o r t a n t e é q u e o a t r a c t o r c o n t é m ó r b i t a s d e n s a s ( o m e s m o
é d i z e r q u e é d i n a m i c a m e n t e i n d e c o m p o n í v e l l .
C o n c l u i n d o e s t a a n á l i s e , e i s o q u e p a r e c e a c o n t e c e r :
1 . H á u m a t r a c t o r ( F i g u r a 2 ) , c o n t e n d o u m a s i n g u l a r i d a d e q u e é a o r i g e m ( 0 , 0 , 0 )
c u j o v e c t o r a s s o c i a d o é ( 0 , 0 , 0 ) .
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2. Esse atractor é ‹‹pleno›› de órbitas periódicas, ou, em termos de sistemas
dinâmicos, o conjunto de órbitas periódicas é denso no atractor: próximo de
qualquer ponto do atractor passa uma órbita periódica.
3. Existe no atractor uma região bidimensional que parece actuar tipo «buraco negro»;
as soluções que passam nessa região não podem deixar de retornar a essa região
(a nao ser que pertençam à variedade estável da origem, e nesse caso convergem
para a origem, não voltando jamais à região bidimensional considerada).
»(Dç
5.4. A região bidimensional considerada em 3. tersectada transversalmente pelas
trajectórias correspondentes ao fluxo, e dai poder chamar-se secção transversal,
que pode ser decomposta em segmentos de curva ‹‹paraIelos>> (no sentido em
que não se intersectam) e que são as folhas de uma <‹folheação››.
5. A folheação é invariante sob acção de um operador: a função de Poincaré (função
que transforma todos os pontos de uma secçao de Poincaré nas respectivas
imagens, seguindo trajectórias até voltarem a secção de Poincaré).
6. O fluxo exibe um atractor estranho que contém o ponto de equilíbrio (0,0,0), e e
o fecho do conjunto das trajectórias que intersectam a secção transversal.
7. As trajectórias mencionadas são sensíveis às condições iniciais.
8. O atractor contém órbitas densas, ou seja, é dinamicamente indecomponível,
sendo robusto, no sentido em que, mesmo variando um pouco as condições
iniciais, volta a obter-se o mesmo tipo de atractor.
9.0 atractor estranho também é designado por atractor caótico, no sentido
em que se trata de um atractor limitado que estende e dobra o conjunto das
trajectórias finais, dando origem a uma sensibilidade às condições iniciais e a
uma imprevisibilidade a longo termo.
10. Este atractor estranho (caótico) e robusto não é hiperbólico, o que resulta do
facto das órbitas periódicas se acumularem na singularidade.
A partir destes resultados surge a conclusão: a previsão do tempo, correcta e segura,
é impossível. E a impossibilidade deve-se, não á ignorância humana (poderia haver algo
de errado com a matemática do sistema), mas sim, pelo contrário, ao conhecimento
humano. Lorenz conjecturou essa impossibilidade, usando o seu atractor.
Cerca de 35 anos depois, C. Morales, M. J. Pacífico e E. Pujals (ver (7, MPP]
e [8, MPP]), sabendo que qualquer atractor robusto sem pontos de equilíbrio é
hiperbólico, conseguem demonstrar que: ‹‹OuaIquer atractor robusto que contenha
algum ponto de equilíbrio é do tipo do atractor de Lorenz››.
E eis que surge a noticia de que o atractor de Lorenz existe efectivamente. Warwick
Tucker anunciou em 9 de Fevereiro de 2002, num colóquio realizado no Centro de
Matemática Aplicada da Universidade de Cornell, que tinha conseguido demonstrar
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m a t e m a t i c a m e n t e t o d a s a s c o n c l u s õ e s o b t i d a s c o m o a t r a c t o r d e L o r e n z . E i s o
r e s u m o d a s u a a p r e s e n t a ç ã o :
« A b s t r a c t f W e p r o v e t h a t t h e L o r e n z e q u a t i o n s s u p p o r t a s t r a n g e a t t r a c t o r , a s
c o n j e c t u r e d b y E d w a r d L o r e n z i n 1 9 6 3 . T h i s c o n j e c t u r e w a s r e c e n t l y l i s t e d b y
S t e v e n S m a l e a s o n e o f s e v e r a l c h a l l e n g i n g p r o b l e m s f o r t h e 2 1 * c e n t u r y . W e
a l s o p r o v e t h a t t h e a t t r a c t o r i s r o b u s t , i . e . , p e r s i s t s u n d e r s m a l l p e r t u r b a t i o n s
o f t h e c o e f f i c i e n t s i n t h e u n d e r l y i n g d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . T h e p r o o f i s b a s e d
o n n o r m a l f o r m t h e o r y a n d r i g o r o u s c o m p u t a t i o n s › › .
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